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Résumé :
Un modèle de faible dimension est développé sur la base du système Navier-Stokes compressible dans la pers-
pective de couplages forts, notamment en intéraction fluide/structure. La méthodologie POD-Galerkin consiste à
projeter le modèle physique complexe sur un sous-espace constitué par une base réduite optimale au sens de la
conservation de l’information statistique. Cela conduit à une diminution considérable du nombre de degrés de
liberté, tout en conservant les dynamiques prédominantes de l’écoulement. Après modification de la formulation
du système initial et choix d’un produit scalaire consistant, le modèle réduit obtenu est un système d’équations
différentielles ordinaires polynômial quadratique. Les capacités prédictives à court-terme de l’approche de di-
mension réduite sont évaluées par comparaison avec des résultats issus de la simulation Navier-Stokes 2D d’un
écoulement transsonique autour d’une aile NACA0012, à incidence nulle. Cette configuration est caractérisée par
une instationnarité complexe gouvernée par des effets de compressibilité.
Abstract :
A low-dimensional model is developed on the basis of the compressible Navier-Stokes system in the perspective of
strong couplings, especially in fluid/structure interaction. The POD-Galerkin methodology consists in projecting
the complex physical model onto a subspace determined to reach an optimal statistical content conservation. This
leads to a drastic reduction of the number of degrees of freedom while preserving the main flow dynamics. The
high-order system formulation is modified and a consistant inner product is selected. The associated reduced
order model is a quadratic polynomial ordinary differential equation system. The short-time predictive capacities
of the low-order approach are evaluated by comparison with results issued from a 2D Navier-Stokes simulation of
a transonic flow around a NACA0012 airfoil, at zero angle of incidence. This configuration is characterized by a
complex unsteadiness induced by compressibility effects.
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1 Introduction
L’objectif de cette étude est le développement d’un modèle d’ordre réduit pour la simu-
lation d’écoulements pariétaux compressibles instationnaires. Dans le contexte particulier de
l’intéraction fluide/structure et plus généralement lorsque des simulations numériques, via un
modèle physique complexe, sont introduites dans des processus itératifs impliquant de mul-
tiples résolutions successives (optimisation de forme, contrôle en boucle fermée...), l’utilisa-
tion d’approches de complexité réduite s’avère nécessaire. Un tel modèle “de substitution” doit
constituer une approximation fidèle du modèle physique complet tout en induisant une réduc-
tion considérable du nombre de degrés de liberté mis en jeu. La projection de Galerkin du
système Navier-Stokes compressible sur une base de dimension réduite obtenue par Décompo-
sition Orthogonale en modes Propres (POD), ou décomposition de Karhunen-Loève, constitue
une méthodologie pertinente pour l’extraction et la prédiction des dynamiques prédominantes
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de l’écoulement. Le modèle réduit développé substitue au modèle physique complexe un sys-
tème d’équations différentielles ordinaires de faible dimension. Outre un gain certain en terme
de temps de calcul, la simplicité mathématique inhérente à ce système dynamique en fait un ou-
til judicieux d’investigation physique dans la perspective d’une analyse modale en interaction
fluide/structure.
Dans le contexte incompressible, de nombreuses études ont abouti au développement de
modèles réduits fiables pour des écoulements laminaires, notamment dans le cas tridimention-
nel (Ma et al. (2002)). L’analyse des propriétés de stabilité de tels systèmes et l’adjonction de
procédures de calibration ont conduit à des modélisations d’ordre faible valides pour de longs
horizons temporels, pour des écoulements transitionnels/turbulents, par exemple (Couplet et al.
(2005)). La réduction de modèle dans le contexte compressible conduit à deux difficultés sup-
plémentaires liées au couplage entre les variables cinématiques et thermodynamiques dans le
système Navier-Stokes compressible. Le choix du produit scalaire utilisé et celui des variables
d’état mises en jeu sont des points cruciaux (Iollo et al. (2000)). En se fondant sur une ap-
proximation du système physique complet valide pour les faibles nombres de Mach, Rowley
et al. (2004) parviennent à déduire une modèle réduit efficace, en considérant un produit sca-
laire “isentropique”. Par ailleurs, une formulation utilisant un jeu de variables d’état modifiées
(Vigo et al. (1998)) permet d’obtenir un système dynamique simple après projection des équa-
tions de Navier-Stokes compressibles sur la base POD sans hypothèse particulière quant à la
configuration étudiée.
L’étude proposée vise à appliquer l’approche POD-Galerkin pour élaborer un modèle ré-
duit d’écoulement apte à simuler les effets de compressibilité se développant autour de surfaces
portantes en régime transsonique. Une alternative aux produits scalaires classiquement utilisés
est proposée en décomposant par POD chaque variable indépendamment. Cela conduit à une
reconstruction spécifique des dynamiques associées aux variables d’état préalablement modi-
fiées. La validité physique du système d’ODE correspondant est évaluée sur un cas d’étude
bidimensionnel, dans un premier temps. L’écoulement instationnaire autour d’un profil d’aile
NACA0012 à incidence nulle, à nombre de Reynolds modéré (5000) et en régime transso-
nique (M = 0.85) est simulé grâce au code compressible ICARE/IMFT (Bouhadji et al.
(2003)). Cet écoulement se caractérise par une instationnarité complexe induite par une inté-
raction choc/vortex détaillée dans la première section. Une comparaison des résultats obtenus
par résolution des modèles complet et réduit est proposée, permettant ainsi d’évaluer les qualités
prédictives de la modélisation de faible dimension développée.
2 Contexte physique
Effets de compressibilité en régime transsonique
Mach: 0.50 0.62 0.74 0.86 0.98 1.10
FIG. 1 – Nombre de Mach, profil
NACA0012 à incidence nulle, M =
0.85, Re = 5000 (simulation directe
2D, code ICARE/IMFT).
L’écoulement de référence présente une instationna-
rité naturelle induite par des effets de compressibilité.
Pour un nombre de Reynolds fixe de 5000 l’écoulement
autour d’un profil de type NACA0012 est stationnaire en
régime incompressible. Lorsque le nombre de Mach dé-
passe la valeur critique 0.3, une instabilité de type von
Kármán apparaît dans le sillage (mode I). Pour un nombre
de Mach compris entre 0.5 et 0.7, ce mode I s’affirme, le
sillage proche étant progressivement contaminé par l’in-
stabilité se développant plus en aval. Lorsque le nombre
de Mach atteint 0.75 une seconde instabilité de plus basse
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fréquence induite par l’oscillation des poches supersoniques de part et d’autre du profil apparaît
(Bouhadji et al. (2003)). Pour un nombre de Mach égal à 0.85, ce phénomène de tremblement
(mode II) a disparu. Le mode I perdure jusqu’à Mach 0.95 environ. Par conséquent, l’instation-
narité observée dans la présente étude est due au mode von Kármán et à l’intéraction choc/vortex
(Fig. 1).
Le système Navier-Stokes compressible
Le système Navier-Stokes compressible constitue le modèle physique complet à approcher.
En considérant une formulation conservative des variables, ce système peut s’écrire de la ma-
nière suivante en deux dimensions :
U,t + Fi,i = F
vis
i,i , avec U =


ρ
ρu1
ρu2
ρe

 , Fi =


ρui
ρuiu1 + pδ1i
ρuiu2 + pδ2i
ρuie+ pui

 , F visi =


0
τ1i
τ2i
τijuj − qi

 . (1)
ρ est la masse volumique, ui désignent les composantes de la vitesse, p est la pression, τij
correspond au tenseur des efforts visqueux, e est l’énergie totale, q est le flux de chaleur et δij
est le symbol de Kronecker. Sur le domaine spatial Ω des conditions aux limites indépendantes
du temps sont préscrites et une condition d’adhérence à la paroi est imposée sur la frontière du
profil.
3 Modèle réduit POD-Galerkin
Extraction d’une base de dimension réduite par POD
La Decomposition Orthogonale en modes Propres consiste à décrire chaque variable comme
une combinaison linéaire de fonctions propres particulières. En considérant une séparation des
variables temporelle et spatiale pour une variable v, ces modes propres sont solutions succes-
sives du problème d’optimisation sous contrainte suivant :
Φi+1(x) = arg max
φ∈L2(Ω)
〈
(v − Πiv, φ)
2〉
avec ‖φ‖2 = 1, (2)
où < . > représente une moyenne temporelle, (., .) est un produit scalaire à définir sur L2(Ω)
et Πi est le projecteur orthogonal sur {Φ1, ...,Φi}. Résoudre (2) revient à chercher les fonctions
propres de la matrice des corrélations spatiales. D’un point de vue discret, si Nt et Nx repré-
sentent respectivement le nombre de points de dicrétisation temporelle et spatiale, il s’avère
judicieux lorsque Nx >> Nt d’utiliser la méthode des “snapshots” qui consiste à chercher les
fonctions propres Ψi (associées aux valeurs propres λi) de la matrice des corrélations tempo-
relles définie par :
K ′(t, t′) =
1
T
∫
Ω
v(x, t)v(x, t′)dx.
Le modes spatiaux sont ensuite reconstruits :
Φi(x) =
1
Tλ
1/2
i
∫
T
v(x, t)Ψi(t)dt.
Le système physique comprend quatre variables d’état et le choix de la méthode de décom-
position de ces variables est une point délicat. D’une manière générale l’approche classique
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inspirée du cas incompressible consiste à introduire un produit scalaire couplant les quatre
variables en ne considérant qu’une seule matrice de corrélation. Pour palier à l’inconsistance
dimensionnelle d’une telle approche, une alternative consiste à considérer une matrice de cor-
rélation par variable ; cela permet de reconstruire les dynamiques yij propres à chaque variable.
Par ailleurs, afin que les modes spatiaux respectent les conditions aux limites stationnaires mais
non-homogènes, la POD est calculée sur une base de donnée centrée. Ainsi pour i = 1, ..., 4,
les variables d’états sont décomposées comme suit :
vi(x, t) ≈ vˆi(x, t) = vi(x) +
Nmod∑
j=1
yij(t)Φ
i
j(x), avec la moyenne vi(x) =
1
T
∫
T
vi(x, t)dt.
Projection sur la base POD
Dans le cas compressible, une projection directe du système (1) sur la base POD conduit à
un modèle réduit complexe nécessitant une reconstruction des variables d’état pour le calcul du
second membre à chaque pas d’intégration. Un changement de variables judicieux U → U˜ =
t [1/ρ u1 u2 p] (Vigo et al. (1998)) permet d’obtenir un système d’EDO polynômial quadratique
à coefficients constants, pour i = 1, ..., 4 et j = 1, ..., Nmod :

y˙ij = −
4∑
k,l=1
Nmod+1∑
m,n=1
(
aˆijklmn − bˆijklmn
)
y+km y
+l
n
yij(t0) = (v
i(x, t0)− vi(x),Φ
i
j(x))
avec
{
Φ+i = {vi,Φi1, ...,Φ
i
Nmod
}
y+i = {1, yi1, ..., y
i
Nmod
}.
aˆijklmn et bˆijklmn correspondent aux coefficients advectif et diffusif constants issus du système
(1) reformulé. Ainsi, le modèle d’ordre réduit est constitué par un système d’EDO comportant
4×Nmod équations, ce qui constitue une diminution conséquente du nombre de degrés de liberté
par rapport au modèle complet (4×Nx → 4×Nmod).
4 Application en régime transsonique et perspectives
La base de donnée utilisée est issue du code volume finis ICARE/IMFT. Il s’agit d’un code
structuré incluant un schéma de Roe pour la partie convective et un schéma centré d’odre deux
pour le terme diffusif. L’intégration temporelle est assurée par un schéma de Runge-Kutta
d’ordre quatre. Le maillage de type C (Nx = 369 × 89 nœuds) a été validé dans la configu-
ration étudiée (Bouhadji et al. (2003)). Une première résolution est effectuée avec le modèle
physique complet afin de déterminer la base POD et les coefficients du modèle d’ordre réduit.
Cent clichés successifs (Nt = 100) sont stockés régulièrement durant deux périodes du mode
von Kármán (5.36× 10−3s depuis t0).
Les dix premiers modes POD sont conservés (Nmod = 10), ce qui représente 99, 96% de
l’information de la base de données :
INmod =
4∑
i=1
Nmod∑
j=1
λij
4∑
i=1
Nt∑
j=1
λij
× 100.
de l’information de la base de données. Les valeurs propres associées aux modes POD sont
représentées sur la figure 2, ainsi que le mode stationnaire (moyen) et le premier mode POD
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FIG. 2 – (a) Valeurs propres associées aux quatre bases POD. (b) Moyenne temporelle de la pression,
(c) premier mode POD associé à la pression.
de la pression. Une schéma de Runge-Kutta d’ordre quatre est utilisé pour l’intégration du
modèle réduit ainsi déterminé. Les dynamiques propres à chaque variable ainsi prédites sont
comparées aux dynamiques de référence issues de la projection de la base de données sur les
modes spatiaux (Fig. 3(a) et (b)) et l’erreur de reconstruction globale définie par :
E(ti) =


4∑
j=1
||vj(x, ti)− vˆ
j(x, ti)||
2
4∑
j=1
||vj(x, ti)||
2


1/2
, (3)
est représentée sur la figure 3(c).
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FIG. 3 – Portraits de phase des (a) deuxième et (b) sixième modes temporels associés à la vitesse lon-
gitudinale, référence (pointillés et carrés noirs) et prédiction (lignes continues). (c) Erreur globale de
reconstruction (3) durant deux périodes du mode von Kármán.
Les premières dynamiques sont rigoureusement prédites comme en atteste l’erreur de re-
construction associée au modèle réduit prenant en compte la projection des termes advectif
et diffusif du système Navier-Stokes. Pour les modes de plus faibles énergies, une atténua-
tion/amplification est observée. Ce phénomène classique est en partie dû à la troncature des
modes de plus haute fréquence qui correspondent aux échelles diffusives. Aucun procédé de
stabilisation n’est introduit dans le développement présenté. Les qualités prédictives sont ana-
lysées par comparaison des champs instantanés prédits après deux périodes du mode I. Malgré
un léger déphasage, l’accord observé sur la figure 4 entre les résultats obtenus par les modèles
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pres: 22.00 23.45 24.91 26.36 27.82 29.27
(a)
pres: 20.00 21.58 23.16 24.74 26.32 27.89 29.47
(b)
FIG. 4 – Champ de pression après deux périodes de von Kármán : modèle physique complet (pointillés),
troncature POD (tirets) et prédiction via le modèle réduit développé, (a) autour du profil, (b) dans le
sillage proche.
Navier-Stokes et réduit confirme la capacité de cette approche de faible dimension à prédire,
à court terme, la dynamique complexe induite par les effets compressibles propres au régime
transsonique.
Dans l’optique du couplage fluide/structure, cette étude constitue une première étape vers
l’analyse modale de phénomènes de plus basse fréquence que le mode I comme le tremblement.
Afin d’accroître l’horizon de prédiction du modèle proposé, des stratégies de stabilisation ins-
pirées de méthodes utilisées dans le cas incompressible (Couplet et al. (2005)) peuvent être
mises en œuvre. Par ailleurs, l’enrichissement du sous-espace constitué par les modes POD
pour augmenter la robustesse de la base réduite vis-à-vis d’un changement de configuration
dans l’écoulement est étudié.
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